1 SPRACOVANIE NAMERANYCH UDAJOV

¢ - 1= 1 Chyby merania

I- L1 Absolitne a relativne chyby priamych merani

Pri zistovani hodnoty nejakej veli¢iny alebo kvantitativnom vyjadreni stavu urgitého
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sesu zvyCajne treba vykonat' prislu$né merania. Pri opakovani merania, pripadne pri pou-

-
T sy

= nych meracich zariadeni alebo réznych metéd, resp. pri inych pozorovatel’och mozno zis-

. Zz vysledky sa navzdjom lidia a teda Ze sa neméZu ani presne zhodovat' so skuto&nou hod-

zeoncu meranej veliCiny. Rozdiel medzi skutognou hodnotou x° a nameranou hodnotou x ur-

2wz chybu jednotlivého merania

' e=x"—x (1-1)

Chyby merania maji rézne priiny, ktoré sa uplatiiuji suasne, a tak sa jednotlivé ne-
wreszosti hromadia do vyslednej skutodnej absolitnej chyby merania, definovanej vztahom
+~-1: ako hodnota, ktori treba k meraniu pripoditat, aby sme dostali skutodni hodnotu

" 4% =x+¢., Podla pridin vzniku sa chyby merania daju rozdelit’ na tri zikladné skupiny:

¥ . CTayby systematické - vznikaji z pricin, ktoré maji svoj pévod najmi v nevhodnej metéde,

. nedokonalosti pouzitého pristroja a podobne. Vysledky merania ovplyviiuji stistavne a
s2dnostranne. Nepresnosti z nich vyplyvajice treba odstranit’ zdokonalenim podmienok
~i2rania.

-2 Chyby hrubé - vznikaju neopatrnostou, prehliadnutim alebo ndhlou poruchou v systéme
.pozorovany objekt - meraci pristroj - pozorovatel™, Vysledky merania ovplyviiuji jedno-
rzzovo. Hruba chyba sa di zistit” opakovanym (kontrolnym) meranim, Pozorovanie s hru-
=ou chybou treba nahradit’ novym meranim, alebo ak to nie je mozné, vylucit’ ho bez na-
arady.

- 3 Chyby ndhodné - vznikaju pésobenim celého radu nam neznamych alebo nepostrehnutel'-
| =wch pri¢in a opakuju sa pribliZzne rovnako &asto so znamienkom kladnym a zdpomym. Ich
Z2inok na namerant hodnotu nemoZno tplne vyludit, ale moZno ho zmensit' niekol'kona-

sobnym opakovanim merania. Nahodnost'ou ich povahy je dany vztah teérie chyb k podtu

-

sravdepodobnosti.
Nech x,,x,,...,x, st vysledky n-nasobne opakovaného merania veli¢iny x na tom is-

<> zariadeni. Nech meranie bolo usporiadané tak, Ze hrubé a systematické chyby boli vylu-



¢ené a Ze vysledky jednotlivych merani st rovnako spol'ahlivé, ¢o byva v praxi zvycajne spl-
nené. Potom z danych vysledkov merani sa da ur¢it’ hodnota, ktord sa najviac bliZi ku skuto¢-

nej hodnote meranej veli¢iny. PodlPa matematickej 3tatistiky je takouto hodnotou aritmeticky

priemer
n

X

T R -
x — =
n n

(I-2)

Aritmeticky priemer sa od skuto¢nej hodnoty tieZ lisi, lebo ndhodné chyby sa pri ko-
ne¢nom pocte nameranych hodnét navzdjom neeliminuju. Aj tak je aritmeticky priemer z hf'a-
diska matematickej Statistiky najlep$im odhadom skuto¢nej hodnoty a najtplnejsie vyjadruje
zhustenie informacie, ktori obsahuji namerané hodnoty. Odchylka Ax, = X — x, sa nazyva
zdanliva chyba i-tého merania. Stiet zdanlivych chyb sa zrejme rovna nule.

Meranie bude hodnoverné vtedy, ked’ namerané hodnoty sa daju uzavriet’ do tizkeho

intervalu, ¢ize ked’ budi mat’ maly rozptyl. Podl'a matematickej $tatistiky je &iselnou charak-

teristikou rozptylu smerodajna odchylka

) \/z ~(Ex) )

n(n—1)
Pri velkom pocte nameranych hodnét je vyhodnejsie na vypodet tychto charakteristik pouzit

vzt'ahy (I-12) a (I-13).
Podl'a matematickej Statistiky moZzno stanovit’ pre danii mnoZinu nameranych hodnét

taky interval <aq,b>, aby bolo vel'mi pravdepodobné, Ze tento interval bude obsahovat’ aj sku-

to¢nd a nam neznamu hodnotu x, t. j. Ze bude platit' a < x < ). Pritom je

s A
G =X wif, = =4t — I-4
a‘\/; a‘\/’? ( )

kde 14 je tzv. 100 (1-a) % kriticka hodnota t-rozdelenia pravdepodobnosti. Interval s hranica-
mi podla (I-4) sa nazyva 100 (1-@) % interval spol'ahlivosti, pretoze pravdepodobnost’ toho,
ze hodnota x bude ohraniend ¢islami (I-4), sa rovna 1-a. Niekedy sa voli a = 0,5, %o je ma-
tematicky vyraz pre neistotu (tzv. pravdepodobna chyba). Vtedy je totiz rovnako mozné, Ze x
bude ohrani¢ené &islami (I-4), ako Ze nebude. Casto sa voli @ = 0,01, &o je z pravdepodob-

nostného hl'adiska pomerne vysoky stupeii istoty. Vtedy je &islo x chranidené &islami (I-4)

L b r S W w L] - 3 *
prakticky vZdy a preto &slo ¢, T mozno povazovat’ za hodnotu medznej (krajnej) chyby.
n

Budeme ju oznacovat’ symbolom x (kapa), pri¢om
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s
' K=l :/"';" (I-5)

ff‘_ & v d'alom budeme hovorit’ len o chybe merania. Kritické hodnoty t, v zavislosti od » st uve-

~ Zzné v Prilohe 1. Potom vyslednti hodnotu veli&iny x mozno zapisat' aj v tvare

x=Xxtt, —ﬁ (1-6)

Prislusnt chybu po vy¢&isleni treba zaokrihlit' na dve Eislice a x pisat’ len po to miesto, ktoré je

zéte postihnuté chybou.
Priklad 1. Pri extrakeii kyseliny octovej z vodného roztoku n-butanolom sa zist'oval obsah ky-
seliny octovej v butanolovej vrstve titrdciou lithom. Kvéli presnej$iemu uréeniu obsahu sa ro-
bilo pét paralelnych merani. Zistené hodnoty v hmotnostnych percentach si:
53 352 3 B3 5 Bl § A2
Vypotitajte aritmeticky priemer a chybu zisteného obsahu kyseliny octovej.
RieSenie: Vypocet aritmetického priemeru podla (I-2):

53+52+453+51+52 261
5

ks

=35,220

Vypocet smerodajnej odchylky podla (I-3):

5(53% +527 +532 +512 +522) - (26.1)°
54

S =

= 0,07

Potom

s=+5? =007 =8367.107

" vpolet chyby: V Prilohe 1 najdeme pre n-1 = 4 hodnotu #o) = 4,604. Potom podla (I-5) je
8,367.1072

Js

i = 4,604 = 017227
dize k =0,17.
Spravny obsah kyseliny octovej potom je (5,22 + 0,17) % hm., alebo 5,05 <x <5,39 v % hm.

Pri hodnotach ziskanych jednym alebo dvoma meraniami nemoZno chybu spol'ahlivo
vypotitat uvedenym sposobom. Preto treba podl'a presnosti pouZitej metédy a pouzitych pri-
strojov odhadniit’ chybu tak, aby skuto&nd chyba (I-1) bola zarudene mensia neZ jej odhad.
Napriklad pri merani dizky meradlom s milimetrovym delenim stupnice mozno cvienym o-
kom a s lupou dosiahnut’ presnost’ az + 0,1 mm. Pri dotykovych meradlach sa na to pouZiva
nénius. Bezna presnost’ je + 0,25 mm. Naproti tomu pri merani vysky vodného stipca diferen-
cialneho manometra pri uréovani tlaku v potrubi tazko dosiahneme pri milimetrovom deleni

stupnice vy$3iu presnost’ nez + 1 mm, pretoze v dosledku nahodnych tlakovych pulzacii v
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systéme vyska stipca kvapaliny v manometri mierne kolige. Ak st pulzacie také velké, zZe
priame odé&itanie vysky stipca Jje nerealizovatel'né, potom strednt vy$ku kvapalinového stipca

hs odhadneme ako

h +h
h - min max

* 2

kde Ayin je minimalna a /1,4 je maximalna vySka kvapalinového stipca, ktoré neboli prekroge-

(I-7)

né v dostato¢ne dlhom casovom intervale. Na ich uréenie je vhodné pouzit’ posuvny papierovy
pasik. Platnost’ vzt'ahu (I-7) predpokladd, ze ndhodny pokles tlaku o AP je rovnako pravdepo-
dobny ako stipnutie tlaku o AP, a teda Ze sa vyskytuju v priemere rovnako &asto. Chyba takto

stanovenej hodnoty 4 je

hmnx - hmin
o = s =P (1-8)

2

Ak pri &iselnej hodnote ziskanej z literatiry nie je udani chyba, predpokladime, Ze
chyba sa rovné polovici jednotky posledného platného miesta (tzv. tabulkové chyba). Za plat-
né Cislice povaZujeme aj nuly za desatinnou &iarkou, ak s vypisané. Napriklad k tabulkove;
hodnote hustoty vody

P =9982 kg.m™
uréime chybu «=0,5.10"" kg.m™ = 0,05 kg.m™.

Tato hodnotu dostaneme z predpokladu, Ze pre skuto¢nd hodnotu hustoty plati nerovnost’

998,15 <p 998,25
a Ze hodnota 998,2 vznikla zaokrihlenim &isla nachadzajiiceho sa medzi uvedenymi hranica-
mi. Cisla leziace mimo tohto intervalu totiz nemozno spravne zaokrthlit' na hodnotu 998,2.
Ak by ta hustota bola zapisana ¢islom 998,20, chyba by bola 0,005.

V suvislosti s pouZivanim niektorych jednotiek SI sustavy treba poznamenat’, Ze pri
niektorych velkych &iselnych hodnotéch veli¢in méZzu vzniknGt' z hl'adiska tabulkovych chyb
nespravne zapisy. Napriklad zo zdpisu hodnoty tlaku 99500 Pa sa podl’a predchadzajticeho
ur¢i tabul'kova chyba 0,5 Pa, ktord je pri beZne pouZivanych barometroch iluzérna. Ak st v
tomto &iselnom Udaji spravne iba prvé tri &islice (¢iZe tabulkova chyba mé byt' 50 Pa), treba
hodnotu tlaku napisat’ v semilogaritmickom tvare 9,95.10* Pa. Vyhodné je pouzit ndsobné
jednotky, v tomto pripade 99,5 kPa.

Casto sa davaji do vzajomnej suvislosti rozli¥né veliiny. Kbl porovnavaniu ich
chyb a presnosti ich merania sa zavddza relativna chyba, ktora je definovana ako podiel

medznej chyby a skutonej hodnoty, ktora sa v pripade jej neznalosti nahrddza aritmetickym

10




rremerom, takze

KI
O =~ (1-9)

~ “lzranie je tym presnejdie, &im mensia je relativna chyba. Casto sa uddva stondsobok relativ-

mz; chyby, CiZe relativna chyba v percentach. Pre meranie v priklade 1 je relativna chyba

~0’”—00326 Cize 3,3 %
—»5,22—, , C1Z€ 3, (1]

- ~.zzdy meraci pristroj poskytuje udaje apriéme zat'aZené chybou, vyplyvajucou z konstrukcie
zmsiroja. Tato chyba sa nazyva chyba pristroja a udava ju vyrobca, alebo ju mozno zistit’ po-
- svnanim vysledkov merania s meranim na podstatne presnej$om (a teda aj podstatne drah-
' iom) pristroji toho istého druhu. Niekedy, najmé pri elektrickych meracich pristrojoch, sa u-
- Z&va maximalna chyba, vztiahnutd na celu stupnicu pristroja. Nazyva sa trieda presnosti. Za-
Zzva ju vyrobca, ktory zaruéuje, ze chyba pristroja nepresiahne tuto hodnotu, ak si dodrzané

viztky predpisané podmienky.
[- 1.2 Tabulka niahodnych ¢isel

Niekedy treba stanovit' uriti charakteristicki hodnotu stboru zloZzeného z velkého
sodtu prvkov. Premerat’ kazdy prvok siboru je nielen naméhavé, ale i zbytotné a v pripade
destrukénej povahy merania dokonca nemoZzné. Preto sa z takéhoto stboru robi ndhodny vyber
crvkov.

Na vykonanie ndhodného vyberu z kone¢ného zékladného siiboru sa ako technicka
somdcka vel'mi asto pouziva tabulka nahodnych &isel, ktora zaruuje, aby kazdy prvok 24~
iladného suboru mal rovnaku pravdepodobnost’, Ze bude vybraty. Tabulka ndhodnych &isel
obsahuje nadhodny vyber &islic 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 zo suiboru, v ktorom kaZda &islica ma
pravdepodobnost’ vyberu p = 0,01, &iZe predstavuje postupnost’ vysledkov nezavislych poku-
sov, pri ktorych kazdy z moZnych vysledkov 0, 1, ..., 9 nastdva s pravdepodobnost'ou 0,1.

Ak z daného stiboru obsahujticeho N objektov sa ma vybrat' ndhodny vyber rozsahu n
(teda vyber mé obsahovat’ n objektov), tabul'ka nahodnych &isel sa pouZije takto : Prvky subo-
ru sa o&isluji od 0 po N-1. V tabulke ndhodnych &isel zatneme na 'ubovolnom mieste a ¢&i-
tame &isla s potrebnym po&tom miest, &im zdruzujeme &islice do Eisel (napriklad dvojmies-
tnych, trojmiestnych a podobne). Toto zdruZenie islic do niekol'komiestnych &isel je v tabul-
ke ndhodnych &isel zvydajne uz urobené. Pritom postupujeme v poradi po riadkoch alebo po

stipcoch. Nie je to sice potrebné, je to viak prehl'adnejsie. Do vyberu zahrnieme tie prvky za-
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kladného stiboru, ktorych priradené &isla nijdeme v tabulke ndhodnych &isel. Od ndhodného
&isla viggieho ako N-1 od&itame najviési cely nasobok &isla N, ktory je v fiom obsiahnuty a
vyberieme prvok, priradené &islo ktorého sa rovna zvysku po odgitani. Tak postupujeme do-
vtedy, kym nemame vo vybere n prvkov. Cisla, ktoré sa uZ raz vyskytli, vynechavame. Také
&isla sa berti do uvahy len pri vybere s opakovanim, t. j. s vratenim kazdého prvku po preme- |
rani spit’ do zakladného suboru. Cast’ tabul'ky trojmiestnych nahodnych &isel upravena podl'a
[29] je uvedena v Prilohe 2.

Priklad 2. Treba urobit’ nahodny vyber 10 prvkov zo siboru, ktory obsahuje Styristo prvkov.

Riesenie: Tabul'ku ndhodnych tisel pouZijeme tak, Ze po ocislovani prvkov sitboru od 000 po

399 zagneme &itat' &isla z Prilohy 2 napriklad od zatiatku desiateho riadku. Vyberieme tieto

¢isla:

223 [ 136 [795 (077 |630 |381 |839 (242 |850 [431

PretoZe niektoré ¢isla presahuju rozsah suboru, upravime ich uvedenym spdsobom. Tak dosta-

neme:

223 [ 136 | 395 077 | 230 381 | 039 242 1050 031
od¢itali od¢itali odéitali sme od¢itali sme | odéitali
sme 400 sme 400 2x400 2x400 sme 400

Do néhodného vyberu teda vyberieme tie prvky zikladného siboru, ktorych priradené &isla, zo-

radené podla velkosti, si:

31 (39 50 |77 |[136 223 230 |242 |38l 395

I - 1.3 Intervalové rozdelenie poéetnosti

V pripade velkého poctu opakovanych merani (50 a viac) je &asto vyhodné zatriedit’
Jednotlivé navzdjom blizke hodnoty do skupin, t. j. zostavit' intervalové rozdelenie pocetnosti.
Jednotlivé skupiny sa nazyvaji intervaly (triedy) a st charakterizované irkou intervalu
(vzdialenostou krajnych bodov intervalu), triednym znakom (zvy&ajne to byva stred intervalu)
a pocetnostou (pocet hodnét patriacich do intervalu). Takato poletnost’ sa nazyva absolutna
pocetnost’ (absolitna frekvencia). Ak absolitnu poletnost’ delime podtom vietkych merani, .
dostaneme relativnu podetnost’ (relativnu frekvenciu). Casto sa udiva stonisobok relativnej
frekvencie v percentach. Deliace body medzi intervalmi a triedne znaky sa volia ako okruhle
¢isla spomedzi vietkych moznych hodnét sledovaného znaku. Sirkuntervalu volime zvylajne
rovnaku pre vietky intervaly a taki, aby pocet intervalov bol medzi 10 a 20. V pripade, Ze po-

Cet merani je priblizne 50, moZno volit' 8 a% 10 intervalov, aby sa zabezpetila vyssia poet-
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57 v intervaloch, a tym aj lep$ia reprodukovatelnost’ intervalového rozdelenia podetnosti.

it T

- Mezkedy sa odporida volit’ po&et intervalov k v zdvislosti od po¢tu merani N podl'a vztahov

t<5logN, resp. k=N (1-10)

o Aksh 3irky intervalov rovnaké, medzi §irkou intervalu a potom intervalov plati vzt'ah

;: - max min (1_1 1)

©Lze x je dirka intervalu, k je ich polet, Xmax @ Xmin j& najvacSia a najmensia hodnota z radu

. 1eéndt X,,Xy,..., Xy . Ak z rovnice (I-11) vol'bou 3irky intervalu nedostaneme prirodzené &is-

o . polet intervalov sa vidy zaokrthluje nahor, pretoze merania patriace do tej zlomkovej

. Za=t tvoria vlastne samostatny interval. Ak sa niektoré meranie presne zhoduje s hranicou
ek intervalov, zvy&ajne sa zarad’uje do intervalu s vi¢$im triednym znakom. Ak je takych
© =erzni viac, vtedy sa polovica z nich zaradi do jedneho intervalu a polovica do druhého inter-
5

. meervalové rozdelenie podetnosti prehl'adne informuje o rozloZeni jednotlivych hodnét. Jeho

. g=fickym znazornenim je histogram, ktory dostaneme tak, Ze nad kazdym intervalom zostro-

1 == obdlznik, ktorého plocha (v pripade rovnakej Sirky intervalov vyska) je Gmemna pocet-

Xi &
7= f=1N =Zf:xr (I-12)
i=l
‘2 zmerodajna odchylka podla vzt'ahu

> -5
”J

i=|
N-1

> 7w - %)’ (-13)

i=1

@22 N je celkovy polet merani,
k - polet triednych intervalov,
n; - absolitna frekvencia i-tého intervalu,
f; - relativna frekvencia i-tého intervalu,

x; - triedny znak i-tého intervalu. -
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Priklad 3. Pri zist'ovani parametrov polydisperznej frakcie malych &astic bolo premeranych na-
hodne vybratych 50 Castic. Zistené hodnoty priemerov d{mm] usporiadané podl'a velkosti st u-

vedené v tab. I-1.

Usporiadané hodnoty priemerov 4 polydisperznej frakcie &astic Tabulkal- 1

05592 1,010 1,021 1,041 1,056 1,077 1,077 1,081 1,082 1,087

1,088 1,090 1,095 1,099 1,107 1,108 1,109 1,111 1,113 1,114

1,114 1,122 1,134 1,135 1,138 1,140 1,147 1,150 1,151 1155

1,157 1,160 1,163 1,163 1,164 1,164 1,165 1,167 1,171 1,175

1,177 1,190 1,191 1,192 1,196 1,224 1,228 1,230 1,233 1,251

Vytvorte z tychto merani intervalové rozdelenie pocetnosti, zostrojte histogram a vypocitajte a-
ritmeticky priemer a smerodajni odchylku.
RieSenie:
Podla vzt'ahu (I-11) zistime pocet intervalov:
k=5log50 =83, resp. k ~+/50 =7,
Pri vol'be k£ = 9 dostaneme pre $irku intervalu

_1,251-0,992
B 9

ktoru zaokruhlime na # = 0,03. Vhodnou vol'bou triedneho znaku prvého intervalu x, = 1,00

h =0,0288

mozno hodnoty z tab. I-I usporiadat’ do intervalového rozdelenia poletnosti podl'a tab. I-2.
Volbou /4 = 0,025 by sme dostali 11 intervalov, ale hranice intervalov, resp. triedne znaky

by boli neokrahle €isla. Ak by sme pri & = 0,03 zvolili prvy interval napriklad <0,98 ; 1,01>,

tak by posledny (deviaty) interval bol <1,22 ; 1,25> a hodnotu 1,251 by sme museli obsiahnut’

az d'al$im (desiatym), a teda zbytoénym intervalom.

Intervalové rozdelenie potetnosti priemerov polydisperznej frakcie Tabulka I-2
Cislo Hranice Triedny znak Pocdetnost’ Relativna Relativna

triedneho triedneho x=d n; potetnost’ pocetnost’
intervalu intervalu [mm] 7 £:.100%

1 0,985; 1,015 1,000 2 0,040 4

2 1,015; 1,045 1,030 2 0,040 4

3 1,045 ; 1,075 1,060 1 0,020 2

4 1,075 ; 1,105 1,090 9 0,180 18

5 1,105 ; 1,135 1,120 9 0,180 18

6 1,135 1,165 1,150 13 0,260 26

7 1,165; 1,195 1,180 8 0,160 16

8 1,195 ;1,225 1,210 2 0,040 4

9 1,225 ; 1,255 1,240 i 0,080 8

b 50 1,600 100

Z intervalového rozdelenia podetnosti vidime, Ze tito frakcia astic nie je tak vysoko

polydisperzna, pretoze vicsina (78 %) Castic sa sustred’'uje okolo triednych znakov 1,09
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mm az 1,18 mm.

Histogram intervalového rozdelenia pocetnosti podla fab. I-2 je na obr. I-1.

14 5
12 1
10 4

1

T

Podetost’

I 2 3 4 S5 6 7 8 9

Cislo triedneho znaku.

zr I- 1. Histogram intervalového rozdelenia pogetnosti priemerov polydisperznej frakcie Castic

Aritmeticky priemer podl'a (I-12) je

_2.100+2.103+1.106+9.109+9.1,12+13. 1,15+8. L18+2. 121+4. 1,24 = 11356

50
=kze d = 1,1356 mm.

Smerodajni odchylku vypoéitame podla (I-13):

5; =004 . 0,1356% +0,04 . 0,1056% +0,02 . 0,0756> +0,18 . 0,0456> +0,18 . 0,0156* +
+026. 0,0144% +0,16 . 0,0444% +0,04 . 0,0744% +0,08 . 0,1044% =0,003177 mm*

1, = s} =4/0,003177 = 0,0564

=kze sq= 0,0564 mm.

1- 1.4 Chyby funkcie meranych argumentov

Ak hl'adani veli€ina y je vyjadrena ako funkcia viacerych meranych veli¢in
y=F(x,%5,00x,) (1-14)
=i znalosti chyb argumentov moZno najst’ aj chybu veli¢iny y. V pripade jednoduchych za-
vislosti moZno odvodit’ presné vztahy pre chybu veliliny y. Napr. pre y = x| + xp, resp. y = x
- x; plati pre obidva pripady xy = & + x». Podobne pre Reynoldsovo &fslo pri prudeni tekutin

v potrubi by bolo moZné stanovit’ interval jeho moznych hodn6t <Remin Remac>, pritom

ge - EF)r=x)(px,)
HHK,
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(d+xg)(w+nr,)p+x,)

M=K,

Re =

max

Potom by belo moZné stanovit' chybu

5. 2 Re,.. —Re_.
Re 2
podobne ako pri vztahu (I-8). Pri zlozitej$ich tvaroch funkcie (napr. pri exponenciilnej funk-
cii, goniometrickych funkciach) sa to neda takto jednoducho riedit' a chyba funkcie sa vyjad-
ruje pomocou chyb jej argumentov pribliZne, a to podla nasledujucej tvahy.
Totélny diferencial funkcie (I-14) je

_JF éF dx2+-~+£dx,
ax, ox, dx

Za predpokladu, Zze chyby argumentov si malé, mozno nimi nahradit’ diferencidly argumen-

tov, a tak dostaneme priblizny vzt'ah pre chybu funkcie
oF

Xy

oF

ox,

OF

X

r

¥ KI+ K‘2+"'+

Ky (1' 1 S) 3

a za predpokladu y > 0 pre relativnu chybu vzt'ah
JInF

ox

" =\c’v‘lnFK_ +|51nF|K ol
Plom [ x|

K, (I-16)

ax, :

Smerodajna odchylka s, veli¢iny y sa vypogita z Gaussovho zdkona hromadenia chyb:

2 2 2
22| 285 | +| s, | #d 2L, a-17)
R C?xl ﬁx: axr

Na pravych stranach vztahov (I-15), (I-16) a (I-17) sa do derivacii dosadzuji namerané hod-

noty velidin x;, xa,... x;. Z tychto vzt'ahov moZno popri urleni chyby funkcie aj posadit’ vplyv -

jednotlivych merani na chybu vysledku a podIa toho ustdit, pri ktorych veliginach treba zvy-
§it’ presnost’ merania. Preto ich budeme pouzivat’ vo vietkych pripadoch zavislosti. -

Vysledn( hodnotu veli€iny y vo vzt'ahu (I-14), resp. medzivysledky je zbytotné poci-
tat’ s podstatne vacSou presnost'ou, neZ je presnost’ argumentu s najvic3ou relativnou chybou.
Odporuta sa vypoltom zvysit' presnost’ medzivysledku o jedno platné miesto v porovnani s ._
veli¢inou s najvicSou relativnou chybou a d'aldie &islice uz neuvadzat. Aj chybu vypod&itand
podla (I-15) zaokrihl'ujeme na dve platné &islice. ZaoknihPovanim &isel sa totiZz nedopuiit'a-
me, okrem niektorych vynimiek, takej velkej chyby, ako by sa na prwy pohl'ad zdalo. Relativ-
nu chybu zaokrihleného ¢&isla 'ahko mozno odhadnit’. Nech £ je prva platna &islica zaokrih-

lovaného ¢isla a n je polet platnych &islic v zaokrihlenom ¢&isle, Platnymi ¢islicami mdzu byt
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& nuly na konei €isla, no vzdy si nimi nuly za desatinnou &iarkou, ak sa uvadzaju. Potom re-
“azivna chyba zaokrihleného &isla je

1

<
05 2k10™!

s dostaneme zo sposobu urovania tabulkovej chyby. Z toho vyplyva, Ze relativna chyba &i-
i s2{ zalinajucich sa Cislicou 1 (resp. &islicou 9) pri zaokrihleni na:
. dve platné miesta je mensia nez 5 % (resp. 0,56 %)
tri platné miesta je mensia nez 0,5 % (resp. 0,056 %)
Styri platné miesta je mensia nez 0,05 % (resp. 0,0056 %).
Czyvby zaokrihlenych éisel, ktoré sa zadinaji ¢islicou nachddzajicou sa medzi &islicami 1 a 9,
sz medzi uvedenymi hodnotami chyb. V&&Sinu technickych vypoctov stadi teda robit' na tri az
© ivri platné miesta.
Priklad 4. Kruhovym potrubim priemeru (4,98 £ 0,13) cm prudi voda pri teplote 30 °C. Obje-
movy prietok sa meral kalibrovanou nadobou priemeru 34,0 cm, pri€om vysku hladiny v nej
od¢itame s presnost'ou + 0,5 mm. Kalibrovana nadoba sa naplnila do stanovenej vysky 40 ¢cm za
12,3 s. Cas sa meral stopkami s presnost'ou 0,1 s. Stanovte hodnotu a chybu Reynoldsovho &is-
fa.
Riefenie: Reynoldsovo &islo
Re= ﬁf_‘f’ﬁ
H _
zavisi od priemeru potrubia d = (0,0498+0,0013) m, od hustoty vody p = (995,6 + 0,05) kg.m>,
viskozity vody ¢ = (0,000801 £ 0,0000005) Pa.s a priemernej rychlosti vody v potrubi w. Po-
sledné dva &iselné nidaje su z [14] a k nim bola stanovena tabulkova chyba. Rychlost’ prudenia
w sa odmerala nepriamo pomocou objemu ¥ a fasu 7. Vzt'ah medzi rychlost'ou a priamo mera-

nymi veliéinami je

kde priemer kalibrovanej nadoby dy = (0,340 + 0,0005) m a vy¥ka hladiny v nej &, = (0,4000 £
0,0005) m. Pre tplnost’ namerany ¢as 7= (12,3 £ 0,1) s. Za rychlost’ do Re dosadime jej vyjad-

renie pomocou priamo meranych veli¢in, takZe

_dilp _  0340.04.9956 93 829

Re =
utrd 801. 1074, 12,3 . 0,0498

Pre chybu Re potom plati :
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JRe JRe JRe ZRe
Ky + Ky, +——K, +—

éd, ™ Jh "t Jp au

=276+ 117+5+59+763+2450=3760

Potom Re =93 800 + 3700

. +|§Refx +'0”Re|ﬁ_d:
“ler| T | ad |

I - 2 Niektoré numerické a grafické metody

Casto sa stretdvame so zavislostami, ktoré si vyjadrené pomerne zloZitou rovnics
(nevlastné integrdly, nekoneéné rady, viacndsobne zloZena funkcia a pod.), takZe by boi
vel'mi nepohodiné &asto z nej vypocitavat’ potrebné hodnoty zdvisle premennej. V inom p‘
pade nepozname teoreticki zavislost’ medzi veli¢inami a na zéklade vysledkov merani nevis
me najst’ empiricku zavislost', ktora by dostato&ne presne aproximovala namerané hodnot}‘m__-; |

takychto pripadoch udavame zavislost’ medzi premennymi vo forme tabul'ky alebo grafu.
I - 2.1 Numericka interpolacia

V tabulke hodnét premennych st uvedené hodnoty zavisle premennej veli¢iny y zv3
¢ajne pre ekvididtanéné hodnoty argumentu x, t. j. x; - xo = x5 - x; = ... = h. Aby sme mohi:
tabulky stanovit' tiez hodnoty y pre také hodnoty x, ktoré nie si uvedené priamo v tabulk:
pouzivame numericka interpoldciu. Najéastejsie sa postupuje podl'a Newtonovho interpoiai“;
ného polynému, ktory je zaloZeny na diferencidach. Obmedzime sa na linearnu a kvadratici::
interpolaciu, .

Vyber z hodnét argumentu x, hodnét funkcie y a vypotitané diferencie zostavime d

tab. I-3
Tabilka 1A
x y Ay Ay
Xo Yo
B Ayo=y1-yo
x=xp+h b Azya=AyrAyo=yz-2y 1+t
Ay =y, ol 41
X2 = Xp + Zh yz

Potom hodnotu y pre taki hodnotu argumentu x, ktora v tabulke nie je a nachddza sa medz

hodnotami x a xy, najdeme z linedrneho interpolagného polynému .
Ay, ‘

Y=Y, +—“};"—(x—x0) (I-18&:

alebo

18




PR (1-19)

T2nto tvar vyplyva z predpokladu, Ze funkciu medzi uvedenymi bodmi mozno s dostato¢nou
zeesnost'ou nahradit’ priamkou. Pri zvyenych poziadavkdch na presnost’ interpolacie nahra-
~ izame funkciu parabolou druhého stupiia, ktord prechddza bodmi [x0,¥0], [x151] a [x21]. Od-

- =0 dostaneme tvar prisludného interpolagného polynému

A A?
y=y0+—-%:2(x—xu)+ 2;‘] (x—xu)(x—x,) (1-20)

- #riklad 5. Hodnoty funkcie chyb erf(z) st dané spolu s vypolitanymi diferenciami v nasledujuce;j

_ z=alke, Struktirou rovnakej ako je tab. I-3. Treba néjst” hodnotu erf(0,507)

10,50 0,5204998778

0,0087437420

10,51 0,5292436198 -0,0000887314
| 0,0086550106

(0,52 0,5378986304

RieSenie: Na linedrnu interpoldciu pouZijeme vzt'ah (I-18). Potom

erf(0,507) = 0,5204998778 + 0,0087437420

(0,507 - 0,500)= 0,5266204972

Na kvadraticku interpolaciu pouzijeme vztah (I-20). Potom

0,0087437420 ( (~0,0000887314)

2(0,01)
(0,507 - 0,500)¢0,507 - 0,510) = 0,5204998778 + 0,006 1206194 + 0,0000093168
erf(0,507) = 0,5266298140

erf(0,507) = 0,5204998778 +

0,507 - 0,500) +

Fodla vzt'ahu (I-19) moZzno linearne interpolovat’ aj vtedy, ked’ hodnoty x nie su ekvidistanéne

 Zelené. Pri kvadratickej interpoldcii sa v tomto pripade zmeni vypodet diferencii i kone&ny

vzorec. PouZzivaju sa tzv. pomerné diferencie:

[xo’x|]=u

X, — X,
[xu,x,,x2]= [xl,x:]—[:o,x,] (I-21)
27 %0
["HJ‘Z]:%
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+_wmzmtsoay interpoladny polyndém ma potom tvar

= vo +[rom [ x0) [ - -, a2

Priklad 6. Cast’ zavislosti entalpie nasytenej vodnej pary v zavislosti od tlaku je v tab. I-5.
Najdite hodnotu entalpie pri tlaku 0,193 MPa.

Tabulka I-4

P _[MPa] h_[kl/kg] [P P [Pt Py Pis1] T
0,18 2702 %
300 .

0,20 2708 -1083 .
170 L

0,30 2725 .
Rie3enie: Vypotitame diferencie podl'a vzfahov (I-21): %
[P . ] _2708-2702 :
» 51T 0,20-0,18 i
170 - 300 :

Bl |l 4

[7.2.7,] 030-0,18 05

2725 - 2708 :

Boll | Bemmrrr——re [ .
L *] 0,30-0,20

R e

Po dosadeni

L il AL

h = 2702 + 300(0,193-0,180) - 1083(0,193-0,180)(0,193-0,20) = 2702 + 10,4 + 0,10 =
= 2712,5klkg".
Po zaokriihleni na presnost’ povodnych idajov dostaneme vyslednii hodnotu k= 2712 kJ.kg''.
PretoZe &len s druhou diferenciou je mensi neZ ta presnost’, na uvedend interpolaciu sta&i
lineamy interpola¢ny polyném.
Pri interpolécii funkcie z = f(x, y) dvoch nezavisle premennych zostavime vy-
ber z hodndt argumentov x, y a hodnét funkcie f{(x, y) do tab. I-5.

Tabulka I-5
X Ao Xy
Jy
Yo J(X0)0) RIEIBLY;
»i Jxoy) Sy

Potom Newtonov vzorec linedrnej interpolacie pre hodnoty argumentov x, y nachddzajlce sa

medzi xo a xy, resp. Yo a y; bude mat’ tvar

f(xl’J’o)_f(xo'J”u)( 0)+ f(xo,y,)—-f(xo,yo) (y

X =X Y1 = Yo

7(x3)= (x0,30) +

~ o) (1-23)
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Interpolatné polynémy vyssich stupiiov st uz prili§ zlozité. Takisto st zloité aj inter-

_ mesiné polyndmy pre funkcie viacerych nezavisle premennych.

- Friklad 7. Zavislost’ viskozity vodného roztoku KOH od teploty a zloZenia roztoku v % hm. je
~wezdend v tab. I-6. Linedrnou interpolaciou najdite viskozitu 17%-ného vodného roztoku KOH

7 “ogii teplote 32 °C,

Tabulka I-6
4 [mPas] [ [°C)
20 30 40
i ZloZenie 10 1,23 1,00 0,83
{% hm.} 20 1,63 1,33 1,11
30 2,36 1,93 0,83

Rielenie: Ak teplotu povaZujeme za premenni x a hm. zlomok za premennt y, vtedy podl'a
zzmadenia vo vztahu (I-23) je
x0=30°C, x;=40°C
¥o =10 % hm. 1 =20 % hm.
#re hodnoty funkcie potom plati:
f(xov0)= 1,00 mPa.s,  f(x;,»0) = 0,83 mPa.s
f{xo,1) = 1,33 mPa.s, f(x;,y1)=1,11 mPa.s
Potom

N 083 - 1,0(

4(32°C, 17 % hm) =10

32_30)+’—'23-§—1-'69(17— 10) = 1,0~ 0,034 + 0231
#(32°C. 17 % hm.) = 1197 mPa.s

Vysledok treba zaokrihlit' na dve desatinné miesta podla presnosti zadanych udajov, takZe
a=1,20 mPa.s.

- 1-2.2 Numericka integracia

Sucast'ou rieSenia nejakého problému &asto byva vypodet uréitého integralu zo znime;j
funkcie v zadanych medziach. Ak urdity integrél z akychkol'vek dévodov nevieme vypogitat’
znalyticky, t. j. pomocou primitivnej funkcie, da sa ur¢it’ jeho priblizni hodnota vhodnymi
metddami, napr. numerickou integraciou.

Numericka integricia je zaloZend na vhodnom vyjadreni uréitého integralu pomocou
hodnét funkcie, ktoré vieme zistit’ (vypoditat’ alebo odmerat’). Existuje velké mnoZstvo integ-
raénych vzorcov numerickej integracie, z ktorych si uvedieme aspoii dva.

Rozdel'me interval < a,b >, v ktorom mame ur¢it’ hodnotu integrilu, na » &asti : a=x,,
X1, o 5 Xp-1, Xp = b. Nech k tymto hodnotdm argumentu poznime zo spfsobu zadania funkcie
prisludné hodnoty funkcie yq, 31, ..., Yn-1, Yo Za predpokladu, Ze medzi kazdymi dvoma sused-

nymi bodmi moZno funkciu nahradit’ priamkou, hodnotu integralu moZno vypoditat’
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podl'a lichobeznikového vzorca

&

feCo)as » S 2200l )
i=]

1-24
5 (1-24)

a

b—a

Ak interval < a,b > delime ekvidiStanc¢ne, t. j. pre h= je kazdé x; = x,.; + h, lichobeZni-

kovy vzorec sa zjednodusi:

b-a

H

(I-25)

b
Jf(x)dxﬁ [Ya+2(y| "'.Vz"'"""yn—l)"'yn]

Lichobeznikové vzorce (I-24) a (I-25) sa vyhodne pouzivaju vtedy, ked’ hodnoty funk-
cie su zistené empiricky, t. j. s ndhodnymi chybami.

Pri zvy3enych narokoch na presnost’ integracie a v pripade analytického zadania funk-
cie rozdelime interval integracie < a,b > na parny poCet &asti n = 2m, &iZe dostaneme m dvo- :
jintervélov rovnakej dizky. Funkciu v kaZdom dvojintervale nahradime parabolou druhého

stupiia a tak dostaneme Simpsonov vzorec

b
b —
_[f(x)dx = 3.2; [yo + Vo t Z(yz =y +---+y2m_2)+4(y, +y3+---+y2m_|)] (I-26)

a

Uvedené rovnosti platia len pribliZzne. Takto sa da integrovat’ aj funkcia zadana graficky, po-
radnice y; od¢itavame z grafu. Ak je funkcia dana tabulkou hodnét a argument nie je deleny
ekvidistancne, tak v pripade pouzitia Simpsonovho vzorca treba tabulku upravit' na rovnaky
krok argumentu numerickou interpoliciou.

Priklad 8. Vypodcitajte integral

2

Je"zcix

0

RieSenie: Uvedeny integrdl sa nedd vypotitat” analyticky. Pouzijeme preto numericku integra-
ciu. Interval <0;2> rozdelime ekvidistan&ne napriklad s krokom 0,25. Tak dostaneme 8 inter-
valov a mdZeme zostavit' tabul'ku:

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8=n
X 0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1.75 2,00
e* | 1,0000 | 0,9394 | 0,7788 0,5698 | 0,3679 [ 0,2096 | 0,1054 | 0,0468 | 0,0183

a/ Lichobeznikovy vzorec : Dosadime do vzorca (I-26):

2

Ie'xjdx x

S e

2
2

e dr ~ 08817

=0
- [l + 2(0,9394 +0,7788 + 0,5698 + 0,3679 + 0,2096 + 0,1054 + 0,0468) +00 183]
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o ® Laompsinov vzore, kde 2 m = n = 8, preto m = 4 : Dosadime do vzorca (I-26):

2-0
- (1400183 +2(0,7788 + 03679 +0,1054) + 4(0,9394 + 0,5698 + 0,2096 + 0,0468)|

g
_— =

L

4 <r= 08821
z?.?'
& mazie vysledkov moZno vypoditat' napriklad hodnotu pravdepodobnostnej funkcie erf(z). Jej
£t - mupow pochadza z anglického pomenovania ,.error function®, teda funkcia chyb. Tak dostaneme:

j - g~ 208817 = 0.9949

; : - J;? ‘J;

207z vysledku dosiahnutého pouzitim lichobeZnikového vzorea,

2
skt Y e—x:dx = ——2—-0,8821 =0,9953

o R I
- B
TTES T
~ oudla vysledku dosiahnutého pouzitim Simpsonovho vzorca. Ak to porovname s tabulkovou
Smdnotou erf(2) = 0,9953222650, nie su to aZ také nepresné hodnoty, najméd vysledok dosiah-

=2ty pouZitim Simpsonovho vzorca.

© 1.2.3Grafické zobrazenie udajov a graficka interpolacia

Podkladom na zostrojenie grafického znazornenia funkcie jednej nezavisle premennej

s namerané hodnoty, resp. vypocitané hodnoty. Pri vypo&itanych hodnotich nemusime brat

& dvahy néhodné chyby, preto tymito bodmi preloZime spojiti krivku. PreloZenie krivky na-

 =zranymi hodnotami komplikuji nahodné chyby, ktorymi si merania zat'aZené. Krivky preto

- mzvedieme priamo cez namerané body, ale tak, aby krivka prebiehala plynule a ¢o najblizSie k
zznym bodom (plna &iara na obr. I-2). Pritom sa méa po&et bodov nad krivkou pribliZzne rovnat’
~a&tu bodov pod krivkou, pretoZe ndhodné chyby sa vyskytuju priblizne rovnako &asto s klad-
=ym i zdpornym znamienkom. Takisto sa ma vo viSine pripadov striedat’ bod nad krivkou s
sodom pod krivkou, alebo aspoii nema byt’ viac bodov za sebou, ktoré by lezali na jednej
strane krivky. Pred zostrojenim krivky treba uvazit, ¢i pri skimanom jave nedochadza k na-

hlej zmene parametrov sustavy.

Obr. I - 2. PreloZenie krivky empiricky zistenymi bodmi
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Pri grafickom zndzomeni ¢&iselnych Udajov je dolezita vol'ba uselky, ktord zobrazujs ]

jednotkovi zmenu velidiny. Dizka tejto tisedky sa nazyva modul zobrazenia. Zhora je modu!

obmedzeny tym, Ze celé zobrazenie mé vojst’ do nakresne. Ak sa teda maju na Gisecku dizky L

[em] zobrazit' &isla xq, x1, ... , X, tak, aby sa X zobrazilo na zaliatok a x, najd'alej na koniec te;

use&ky, pre modul m(x) musi platit’ nerovnost’

mlx) s —= [em] (1-27) |

Xn — Xy

Zdola je modul obmedzeny tym, Ze najmensi interval velkosti h, aky bude treba este rozlio-

vat’ (tzv. graficky interval), nema byt mensi ako 1 mm:

TR L o (1-28)

104

Skuto¢na hodnota modulu bude nejaka zaoknihlena hodnota vyhovujtca obidvom nerovnos--f
tiam. Ak napr. chceme naniest’ na Gsetku dizky najviac 28 cm (milimetrovy papier formétu

A4) teplotna stupnicu v rozsahu 0 °C az 100 °C s presnost'ou od¢itavania 1°C, musi modul -

vyhovovat’ nerovnosti

]
—_—
10.1-"5T00-0

gize 0,1<m<0,28

Vhedna vol'ba modulu je m = 0,2 cm. Vtedy zmene teploty o 1 °C zodpoveda dizka 2 mm.

e it

e S e e ey BT e S s

Ak zobrazujeme funkciu y = f(x) vo forme grafu, volime podl'a uvedenych pravidiel dva

samostatné moduly, a to m(x) pre argument a m(y) pre hodnoty funkcie. Pri vyna$ani empiric-

ky zistenych udajov, t. j. udajov zataZzenych nahodnymi chybami, musi sa este zladit’ vel'kost :-_

modulu a grafického intervalu hodnét funkcie s velkost'ou ndhodnych chyb. Zbytodné zvic- |

Sovanie modulu moéZze totiz zvyraziiovat' chyby merania na dkor skuto¢nej zmeny hodnoty,

tym skresl'ovat’ priebeh funkcie a staZovat’ spravne zakreslenie krivky. V takychto pripadoch :

volime radSej mensi modul, ktory chyby merania a% natol’ko nezvyraziiuje.

Pri grafickom znazorneni funkcie asto musime odgitavat’ aj hodnoty, ktoré nie st

priamo zakreslené kotovacimi Ciarami na siradnicovych osiach. Tu sa nespoliehame na hruby

odhad, ale pouzijeme grafick interpolaciu.

Nech zmene argumentu z xo na xo + h zodpoveda zmena o g [cm] a prisluénej zmene

hodnoty funkcie z yo na yo + k zodpoveda zmena o b [cm]. Potom zmene argumentu z xp na ‘

zadan® hodnotu xo + hy, 0 < hy < h, zodpoveda usetka dizky a; [cm], pricom
h "

a; =74

h

Zo zobrazenej zavislosti odmeriame dizku b, [cm], zodpovedajicu zmene funkcie o hl'adané
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5 R b .} Zygnaygy+ k;, Potom
b

k,=-blk

¢ ¥znam pouzitych symbolov je zrejmy z obr. I-3, na ktorom sa nachadza zévislost' tepelnej

sadivosti metanu od teploty. Hodnotu napr. pre £ = 56 °C uréime takto:

0,050

0.045 /]

5 (Wm''K™h) /

0,040 /

0,035 s
)
0 200 40 80 B0 100 120
t1oc)

0.030

e [- 3. Zavislost tepelnej vodivosti metanu od teploty

R s teploty o 20 °C zodpoveda tsetka dizky 0,9 cm, potom zmene teploty o 16 °C zodpoveda -
16

a,=—09=0,72 cm
20

5 ‘% 12jto hodnote z grafu odcitame dizku b, = 0,5 cm. Pretoze je k=0,005 a 4 = 1,1 cm, hl'adany pri-

k= %15-0,005 =0,0023

¥

2etom pre £ =56 °C je A = 0,035 +0,0023 = 0,0373 W.m" K.
¢ 1-2.4 Stupnice funkcii a grafické papiere

Nech je dané funkcia y = f(x) definovand a spojitd v uzavretom intervale < a,b >. Nech

- Zzkcia f(x) je v tomto intervale rydzo monotdnna, t. j. len rastiica alebo len klesajica. Tak
- Fmkciu moZno graficky znazomit’ stupnicou.

Stupnica je mno%ina kétovanych bodov na &iare, t. j. bodov, ktorym su priradené &isla.

Ciara sa nazyva nositelka stupnice, naj&astejdie sa pouziva priamka. Musi byt orientovana a

‘musi mat’ vyznadeny za&iatok stupnice, tzv. grafickd nulu. Kéty prirad'ujeme bodom tejto

rriamky podla zobrazovacej rovnice

&= a.f(x) (1-29)

e je modul zobrazenia, pre volbu ktorého platia podmienky (I-27) a (I-28), a & je graficka
saradnica bodu na priamke, ktory ma kétu x. Graficka siradnica teda méze byt aj zdporna.
Stupnicu funkcie pri zvolenom module zostrojime takto:
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. Pre zvolené x; € < a,b > uréime hodnotu f(xy).

2. Podla zobrazovacej rovnice (I-29) uréime graficki suradnicu &.
3. Od zadiatku (grafickej nuly) vynesieme siradnicu & na nositelke stupnice, a to i so zna-
mienkom. %

4. Polohu bodu so stradnicou & vyznagime deliacou prie¢kou kolmo na nositel’ku stupnice.

5. K vyzna¢enému bodu pripiseme &islo xi ako kotu.
Tento postup si ukdzeme na konstrukeii logaritmickej stupnice dekadického logaritmu pre x

< 1,10 > pri module &= 10 cm. Vypoéty si v nasledujucej tabulke:

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
logx | 0,000 | 0,301 | 0,477 | 0,602 | 0,699 | 0,778 | 0,843 | 0,903 0,954 | 1,000
10logx | 0,00 | 3,01 477 | 6,02 | 6,99 7,78 8,43 9,03 9,54 | 10,00

Na vodorovnej priamke ako nositelke stupnice zvolime zaciatok a kladny smer napravo oc
zatiatku. Pretoze 10 . logl = 0, pripiSeme za&iatku, &iZe bodu & = 0, kotu 1. Pre d’alsi boc
stupnice plati 10 . log2 = 3,01 cm, preto vynesieme tito vzdialenost’ doprava od zaiatku
tomuto bodu pripifeme kétu 3, atd’. Ak je uvedené delenie hrubé, zjemnime ho umiestnenir
d'al$ich bodov s kétami napriklad 1,2 ; 1,4 ; 1,6 atd’. Vypogitané stupnica logaritmicke;j funk

cie je na obr. I-4. Na tento tzv. zakladny tsek moZze nadvizovat usek pre x € <0,1;1 >, atd’.

1 1 i 1 1 1 | i
v ¥ ¥

0,6 08 1 2

(]
~
(8)]
@4
—
O

Obr. I - 4. Stupnica logaritmickej funkcie

Stupnica funkcie sama osebe nema nejaky vyznam. Vyznam nadobudne aZ v spojeni s inym:
grafickymi prvkami. Stupnice dvoch funkecii ¢asto zostavujeme dol sieti funkcii.

Nech su dané dve spojité a rydzo monoténne funkcie f(x) a g(y). V nédkresni narysujeme r.
seba kolmé priamky, ktoré budu sluzit' ako osi s oznalenim & 7. Na osi & (vodorovna priam
ka) zostrojime stupnicu funkcie f(x) podl'a zobrazovacej rovnice (I-29) a v deliacich bodoct

tejto stupnice zostrojime rovnobezky s druhou osou 7. Na osi 7 (zvisla priamka) zostrojims

stupnicu funkcie g(y) podl'a zobrazovacej rovnice
n=p.g(»)
a v deliacich bodoch tejto stupnice zostrojime rovnobezky s osou & Tak dostaneme siet’ f

cii. Cast nakresne so sietou funkcii sa nazyva graficky papier. Moduly ¢, £ mozno volit’ ne-

zavisle od seba a tak dosiahnut’ umiestnenie celého problému na nékresiiu.
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Niektoré grafické papiere sa vyrabaju priemyselne a dostat’ ich kipit’. Mnohé treba zo-
“—.s.-.:::ojit’ podla vlastnej potreby. Avsak aj mnohé priemyselne vyrabané grafické papiere maju
iz wzvhodné moduly, takZe Casto aj tieto grafické papiere treba zostrojit’ s vhodnej§imi modulmi.
Nz obr. I-5 je ukazka logaritmického papiera, &ize pre funkcie f(x) = log x, g() = log y, pri-

~om moduly smezvolili, a =4cm, §=1,5cm.

1000

100 |- ]

10

1 10

“&r. [- 5. Logaritmicky papier
- I~ 3 Vyrovnavanie experimentilnych udajov

Vysledky merani &asto veda ku vztahom medzi tymi veliinami, ktoré podla rozlic-
~=<ch zavislosti vyznamne ovplyviiujii priebeh sledovaného deja. Tvar takej zavislosti moze
=7 dany teoretickym rozborom deja na zdklade istej modelovej predstavy, alebo sa zistuje

~orovnanim grafického zobrazenia nameranych hodnét s grafickym zobrazenim znamych

Zankeii.
- Nech zavislost’ medzi dvoma veli¢inami x, y ma tvar

y= f(x,a,.az,...,ak) (1-30)

=ri¢om tvar funkcie f povazujeme za znamy. Na zdklade nameranych hodn6t [x1,y1], [x2, 2], -
| . [xa,yn] treba uréit’ také hodnoty nezndmych parametrov ay, ... , ax v zavislosti (I-30), aby uve-
Zené zavislost' o najlepdie vyhovovala nameranym hodnotam. Pritom predpokladdme, Ze n >
 a 7e vietky merania y; st rovnako spolahlivé, ¢ize maji rovnaky rozptyl.

Ak by merania boli presné, t. j. nezat'azené chybami, sta¢ilo by z mnoziny dvojic [x,y/]
~ wvbrat’ 'ubovolnych & dvojic. Ich postupnym dosadzovanim do (I-30) by sme dostali k rovnic,
z ktorych by sme vhodnou metédou ur¢ili nezname hodnoty parametfbv. Iné vybraté dvojice
by dali tie isté vysledky. Av3ak preto, Ze merania s zataZené chybami, je tento postup ne-

vhodny. V d’aldom sa obozndmime s vhodnymi metédami na riefenie tejto tlohy.
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I - 3.1 Metéda najmenSich $tvorcov
e;x
Metoda najmensich $tvorcov vyZaduje urgit' také hodnoty neznamych vo vzt’ahn%;

&

(1-30), aby stdet §tvorcov odchylok medzi nameranymi hodnotami y; a vypo€itanymi hodno

tami y=f(x,a,,az,...,ak) ’i;
bol minimalny: :é
L
n 3 . fg
Q(a,,az,---,ak)*—'Z[y,. “f(xw'alraz:'“-ak)] S (I-31)

i=)

Pre linearnu zavislost' y = a + bx (pre lepdie rozliSenie piSeme tento tvar namiesto a; + axx

ma tato podmienka tvar

Q:(a,b)z Z(y,. —a—bx,)z = min.

i=]

a bude splnena, ked’

d0(a,b) 5 0(a,b) ;
Ja b
t.j. ked

na+ bi X, = i ¥,
i=] i=}
aix, + bix,-’ = ix,-y.- (I-32
i=1 i=1 i=1

Tento systém rovnic umoZziiuje urcit' také hodnoty a, b, ktoré maji vyZadovanu vlastnost’, vy
jadrenu vzt'ahom (I-31). Pre parabolu druhého stupna
y=a+bx+cx?

obdobnym spésobom dostaneme systém rovnic:

e Gl e R B T

naﬂ’;Zxr+c:'Z:x,.2=z:yj %ﬁ

i=1 i=l i=| %ﬁ

n " n [l %
dzxi-kbz.ff-i*cz,xf:inyl, §

i=l iz i=l i=1 i

i 2 L SR i ?

a2 +be,. +ch,. —foy;. :

i= i=l i=l i=l x

i

. e e ; . i
Analogicky sa riesia aj paraboly vy38ich stupfiov. :
" .

r " ¢ ow » . ) . - A}&,

Takato aplikdcia metédy najmengich Stvorcov je obmedzena dvoma zakladnymi pred-

i

pokladmi:
28 :

.



i. Funkeia (I-31) musi byt’ linedrna vzhl'adom na hl'adané parametre, t. j. musi mat’ tvar
f(x;a,,a,.,a) = af,(x) + a, £, (x)++a, £, (x)

. Nahodné chyby, ktorymi su zat'aZzené hodnoty x;, si nulové, alebo aspoit vel'mi malé

v porovnani s ndhodnymi chybami hodnét y,.

ey credpoklad nie je splneny napriklad pre mocninovi a exponencialnu funkciu

y=ax’, y=ae® (1-33)
#2e Zavislosti mozno linearizovat’ vzhladom na parametre logaritmovanim. Tak pre moc-
== funkeiu dostaneme:
logy=Iloga+blogx (1-34)
Jmadanim
logy=Y,loga=4,logx=X
~ gmszneme linedrnu zavislost medzi veliinami X'a Y'v tvare
Y=A+bX

‘wszdenim tychto vyrazov do rovnic (I-32) a vratenim sa k pévodnému oznaeniu dostaneme

nloga+b) logx, = D logy,

IogaZlogxi +bZ(log xf)2 = Zlog x, logy, (I-35)
Logaritmovanim dosiahneme lineariziciu aj exponencidlnej funkcie a obdobnym po-

<om dostaneme systém rovnic
nloga +bloger, = 2 log y;
logaz x, +blog ez w ¥ Z x, logy, (I-36)

-:om loge = 0,43429, resp. systém rovnic s prirodzenymi logaritmami

2

nina + bx, =ZIny,

InaY.x, +by x}=.x Iny, (1-37)
+“vial’ moZno vypocitat’ hodnoty a, b.

7 linearizovanych tvarov oboch funkeii vyplyva, Ze exponencidlna funkcia sa zobrazi
242 priamka na semilogaritmickom papieri, t. j. v suradniciach [x ; log y] a mocninova funkcia
sz zobrazi ako priamka na logaritmickom papieri, t. j. v suradniciach [log x ; log y]. Toto su

“*asne aj grafické kritérid na pouzitie spomenutych funkcii, ak nie s predplsané inym spo-

sobom.
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Sustava rovnic (I-35) uruje také hodnoty a, b, ze sudet §tvorcov odchylok pre linear:-

zovant zavislost (I-34) je minimélny, a nie stdet §tvorcov odchylok pre povodnu mocninov
zavislost. Je to spdsobené tym, ze povodne rovnaka spolahlivost merani, reprezentovanz
rovnakou presnost'ou, sa logaritmickou transforméciou zmeni. Podobné situdcia je aj pri ex-
ponencialnej funkcii. Tato nezhoda sa da Gasto odstrénit’ zavedenim véhove; funkcie.

Priklad 9. Pri fluidizacii tuhych &astic vzduchom boli v nehybnej vrstve Castic namerané tieto

hodnoty straty tlaku AP v zavislosti od priemernej rychlosti w:

w10 ms] | 7,13 | 7.99 [ 9.16 [ 1035 | 11,05 | 12,22 | 15,28
AP [Pa) 315 | 406 | 475 | 575 | 654 | 740 | 832

Najdite vzt'ah medzi stratou tlaku a priemernou rychlost'ou.
Rie3enie: Zo zikladného kurzu chemického inZinierstva je zname, Ze hl'adané zavislost’ straty
tlaku od rychlosti tekutiny je v logaritmickych siradniciach linedrna. Z toho vyplyva jej tvar
&P a(w)_b
Hodnoty a, b ndjdeme podla rovnic (I-36). Potrebné vypoity na uréenie koeficientov v rovni-
ciach (I-36) sa v tab. I-7.
Podl'a uvedenych vypottov prejde systém (I-36) do tvaru
7 log a-13,95297 b= 19,14813
-13,95297 log a + 27,887994 & = -38,068680
Rietenim dostaneme a = 217 300, & = 1,3052, takZe zavislost’ medzi priemernou rychlostou a
stratou tlaku ma tvar
AP=217300w""?  [w]=ms"', [AP]=Pa

Tabul’ka vypoftov na urCenie vzt’ahu AP = aw" logaritmickou transforméciou Tabulka -7

W AP log w log AP (logw)* | logw.log AP | AP, | AR

AP
0,00713 | 315 | -2,14691 | 2,49831 | 4,60922 -5,363647 343 | 0,089

0,00799 | 406 | -2,09745 | 2,60853 | 4,39929 -5,471261 398 1 -0,020
0,00916 | 475 | -2,03810 [ 2,67669 | 4,15385 -5,455362 475 { 0,000
0,01035 | 575 | -1,98506 | 2,75967 | 3,94046 -5,478110 557 | -0,031
0,01105 | 654 | -1,95664 | 2,81558 | 3,82844 -3,509076 607 | -0,072
0,01222 } 740 | -1,91293 | 2,86923 | 3,65930 -5,488636 692 | -0,065
0,01528 | 832 | -1,81588 [ 2,92012 | 3,29742 -5,302588 927 | 0,114
-13,95297 | 19,14813 | 27,88799 | -38,068680

Vypotitané hodnoty straty tlaku AP, a relativne odchylky st uvedené v poslednych dvoch stip-
coch tab. I-7.
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